
ECO106/138 Week 10 Lecture Note Template 

<Euler’s Theorem> 

The differentiable function f of n variables is homogeneous of degree k if and only if 

 

 

 

Derivation: 

 

 

 

 

e.g. 𝑌 = 𝐴𝐾𝛼𝐿1−𝛼 , check Euler’s Theorem. 

 

 

 

 

 

 

e.g. See if the following function is a homogenous function. If so, check Euler’s Theorem. 

𝑓(𝑥,𝑦) =
𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
 

 

 

 

 

 

 

 

 



4 properties of HD k functions 

1. 𝑓(𝑥,𝑦)𝑖𝑠 𝐻𝐷𝑘 ⇔ 𝑥𝑓𝑥
′(𝑥,𝑦) + 𝑦𝑓𝑦

′(𝑥,𝑦) = 𝑘𝑓(𝑥,𝑦)     <= 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟′𝑠 𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚 

2. 𝑓𝑥
′(𝑥,𝑦) 𝑎𝑛𝑑 𝑓𝑦

′(𝑥,𝑦) 𝑎𝑟𝑒 𝐻𝐷(𝑘 − 1)  

3. 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑥𝑘𝑓 (1,
𝑦

𝑥
) = 𝑦𝑘𝑓 (

𝑥

𝑦
, 1) 

4. 𝑥2𝑓𝑥𝑥
′′ (𝑥,𝑦) + 2𝑥𝑦𝑓𝑥𝑦

′′ (𝑥,𝑦) + 𝑦2𝑓𝑦𝑦
′′ (𝑥,𝑦) = 𝑘(𝑘 − 1)𝑓(𝑥,𝑦) 

 

Derivation for 3. 

 

 

 

 

 

 

Derivation for 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



e.g. Given 𝑓(𝑥,𝑦) = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3, confirm 4 properties. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Homothetic Functions 

A homothetic function is a monotonic transformation of a homogeneous function. 

(monotonic transformation = a transformation by a strictly increasing function.) 

𝐻 = ℎ(𝑄(𝑎, 𝑏))           [ℎ′(𝑄) ≠ 0] 

Where Q(a,b) is HD k and h is strictly increasing function. 

H = H(a,b) is not in general homogeneous. 

e.g. 𝐹𝑜𝑟 𝑌 = 𝐹(𝐾, 𝐿) = 𝐾𝛼𝐿𝛽, (a) see if it is a homogeneous function, (b) see if lnY is a homogeneous 

function. 

 

 

 

 

 

 

 

e.g. 𝐻 = 𝑄2, 𝑄 = 𝐴𝑥𝛼𝑦𝛽, see if H is a homothetic function. See if H is a homogeneous function. 

 

 

 

 

 

 

e.g. 𝐻 = 𝑒𝑄, 𝑄 = 𝐴𝑥𝛼𝑦𝛽, see if H is a homothetic function, see if H is a homogeneous function. 

 

 

 

 

 

 



Linear Approximation 

The linear approximation to f(x,y) about (x0,y0) is  

 

 

 

 

 

e.g. For  𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑥𝑦3 − 2𝑥3, find f(2.01, 2.98) by using linear approximation about (2,3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Differentials 

𝑧 = 𝑓(𝑥,𝑦) => 𝑑𝑧 = 𝑓𝑥
′(𝑥,𝑦)𝑑𝑥 + 𝑓𝑦

′(𝑥,𝑦)𝑑𝑥  A 

 

 

Rules 𝑓(𝑥,𝑦),𝑔(𝑥,𝑦) 

1.𝑑(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑑𝑓 + 𝑏𝑑𝑔 

2.𝑑(𝑓𝑔) = 𝑔𝑑𝑓 + 𝑓𝑑𝑔 

3.𝑑 (
𝑓

𝑔
) =

𝑔𝑑𝑓 − 𝑓𝑑𝑔

𝑔2
 ,   𝑔 ≠ 0 

 

e.g. Given 𝑧 = 𝑥𝑦2 + 𝑥3 , find dz by using A  and 1.  

 

 

 

 

 

e.g. Given 𝑧 = 𝑥𝑒𝑦
2
 , find dz. 

 

 

 

 

 

 

e.g. Given 𝑧 = ln(𝑥2 − 𝑦2),  find dz. 

 

 

 

 

 



 

Systems of Equations 

𝑓1(𝑥1,𝑥2, … , 𝑥𝑛 ) = 0 

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ) = 0 

             … 

𝑓𝑚(𝑥1,𝑥2, … , 𝑥𝑛 ) = 0 

 

n: # of variables (a.k.a. total available degrees of freedom) 

m: # of independent equations (constraints) 

n­m: degrees of freedom <= # of variables which can be freely chosen. 

If n>m, n­m degrees of freedom 

If n<m, no solution to the system (inconsistent) 

If n=m, usually consistent, may not have unique solution. 

 

e.g. (Try to ) solve the following system of equations. 

 2𝑥1 + 𝑥2 = −1                (1) 

−3𝑥1 + 𝑥2 = −2              (2) 

−𝑥1 + 𝑥2 = 1                    (2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



e.g. Decide if the following system of equations is solvable. 

 𝑓(𝑦 + 𝑧 + 𝑤) = 𝑥3 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑤2 

𝑔(𝑥,𝑦) − 𝑧3 = 𝑤3 

 

 

 

 

e.g. Decide if the following system of equations is solvable. 

 𝑌 = 𝐶 + 𝐼 + 𝐺 

𝐶 = 𝑓(𝑌 − 𝑇) 

𝐼 = ℎ(𝑟) 

𝑟 = 𝑚(𝑀) 

 

 

 

 

 

 

Differentiating Systems of Equations 

How can we find the partial derivative of the implicit functions? 

e.g. 3𝑥1 + 𝑥2
2 − 𝑦1 − 3𝑦2

3 = 0 

       𝑥1
3 − 2𝑥2 + 2𝑦1

3 − 𝑦2 = 0 

Find DF, 
𝑑𝑦1

𝑑𝑥1
,
𝑑𝑦2

𝑑𝑥1
 

 

 

 



 

 

 


