
ECO106/138 Week 11 Lecture Note Template 

 

Differentiating Systems of Equations 

How can we find the partial derivative of the implicit functions? 

e.g. 3𝑥1 + 𝑥2
2 − 𝑦1 − 3𝑦2

3 = 0 

       𝑥1
3 − 2𝑥2 + 2𝑦1

3 − 𝑦2 = 0 

Find DF, 
𝑑𝑦1

𝑑𝑥1
,
𝑑𝑦2

𝑑𝑥1
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Multivariable Optimization 

Conditions for local extrema 

Conditions  Maximum  Minimum 

Firstorder necessary condition  𝑓1
′(𝑥,𝑦) = 𝑓2

′(𝑥,𝑦) = 0  𝑓1
′(𝑥,𝑦) = 𝑓2

′(𝑥,𝑦) = 0 

Secondorder sufficient 
condition 

𝑓11
′′ (𝑥,𝑦),𝑓22

′′ (𝑥,𝑦) < 0  𝑓11
′′ (𝑥,𝑦),𝑓22

′′ (𝑥,𝑦) > 0 
𝑓11
′′(𝑥,𝑦)𝑓22

′′ (𝑥,𝑦)((𝑓12
′′(𝑥,𝑦))2 ≥ 0 

(determinant of Hessian Matrix) 

 

 

 

 

 

 

e.g. 𝑓(𝑥, 𝑦) = −2𝑥2 − 2𝑥𝑦 − 2𝑦2 + 36𝑥 + 42𝑦 − 158. Find an extreme point and confirm if it’s 

max/min. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e.g. 𝜋(𝐾, 𝐿) = 12 − 1.2𝐾 − 0.6𝐿 Find the extreme point and confirm if it’s max/min. 

 

 

 

 

 

a saddle point

second derivative test is inconclusive.



Linear Models with Quadratic Objectives (An Economic Example) 

Suppose a firm is producing good Q and selling in market 1 and 2. Given the following demand and cost 

functions, find the profit maximizing level of Q1 and Q2 and the maximized profit. 

Demand Functions 

𝑝1 = 𝑎1 − 𝑏1𝑄1 

𝑝2 = 𝑎2 − 𝑏2𝑄2 

Cost Function 

𝐶(𝑄) = 𝛼(𝑄1 + 𝑄2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



e.g. Solve the previous question with specific parameters: 

Demand Functions 

𝑝1 = 100 − 𝑄1 

𝑝2 = 80 − 𝑄2 

Cost Function 

𝐶(𝑄) = 6(𝑄1 + 𝑄2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e.g. If it’s illegal to price discriminate, how much profit will be lost? 

Demand Functions 

𝑝 = 100 − 𝑄1 

𝑝 = 80 −𝑄2 

Cost Function 

𝐶(𝑄) = 6(𝑄1 + 𝑄2) 

 

 

 

 

 

 

 



Three or more variables 

3 variables 

𝑧 = 𝑓(𝑥1,𝑥2,𝑥3) 

𝐹𝑂𝐶: 𝑓1
′ = 𝑓2

′ = 𝑓3
′ = 0 

𝑆𝑂𝐶: |𝐻| = |

𝑓11 𝑓12 𝑓13

𝑓21 𝑓22 𝑓23

𝑓31 𝑓32 𝑓33

| 

 

 

 

 

For Maximum  For Minimum 

   

 

e.g. 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥 − 𝑥2 + 10𝑦 − 𝑦2 + 3 − 𝑧2 . Find the extreme value and classify the point as 

max/min. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



N variables case 

 

 

 

For Maximum  For Minimum 

   

 

 

Comparative Statics and Envelope Theorem. 

Analyze what’s happen to the optimal solution when other parameters change. 

 

 

 

 

 

 

 

 

e.g. 𝑅(𝑥) = 𝑟𝑥, 𝑐(𝑥) = 𝑥2, 𝑟 > 0. Illustrate the envelope theorem. 

 

 

 

 

 

 

start with an objective funcion

f(x(r),r) : x=variable, r=parameter/coefficient/constant

If we are interested in "what's happen if r changes at the optimal?" "how much maximized value of f will 

change if r changes by one unit?"

max f(x(r),r)), with respect to (wrt) x (by keeping r constant).

FOC f'x(x(r),r)=0 => we can find x* which maximize f(x(r),r) (objective function).

Value function = objective function evaluated at the optimal

                     = f*(x*(r),r) = f*(r).

Long way: solve the optimization, 

find x*, find value function, then take 

the derivative of value function wrt r.

Short way: with Envelope theorem

take the derivative of f (objective function) wrt r.

evaluate at x = x*.



e.g. 𝜋 = 𝑝𝑓(𝑥) −𝑤𝑥. 𝐼𝑙𝑙𝑢𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡𝑒 𝑡ℎ𝑒 𝑒𝑛𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑒 𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚. (How x*(w,p) will change according to p?) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e.g. 𝜋 = 𝑝(𝐾2/3 + 𝐿1/2 + 𝑇1/3) − 𝑟𝐾 − 𝑤𝐿 − 𝑞𝑇. Find K*, L* and T*, then find 
𝑑𝜋∗

𝑑𝑟
,
𝑑𝜋∗

𝑑𝑤
,
𝑑𝜋∗

𝑑𝑞
.    

 


