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e.g. 𝑍 = 4𝑥2 + 3𝑥𝑦 + 6𝑦2 , 𝑠. 𝑡. 𝑥 + 𝑦 = 56   Check the 2nd order condition. 

 

 

 

 

 

 

 

 

e.g. min𝐶(𝐾, 𝐿) = 8𝐾 + 5𝐿    𝑠. 𝑡. 10𝐾1/2𝐿1/3 = 200 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

<More Variables> 

max𝑓(𝑥1, … 𝑥𝑛) 𝑠. 𝑡.𝑔(𝑥1, … 𝑥𝑛) = 𝑐 

 

e.g. max 𝑥2𝑦3𝑧    𝑠. 𝑡.        𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 12 

 

 

 

                 

 

 

 

 

S.O.C. for n variables, 1 constraint case 

 

 

 

e.g. For the previous question (max 𝑥2𝑦3𝑧    𝑠. 𝑡.   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 12 ), check S.O.C. 

 

 

 

 

 

 

Maximization  Minimization 

   

   

Strategy: express y and z as functions 

of x, so that by using g(x,y,z), x can be 

determined. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



Max 𝑓(𝑥1, … , 𝑥2), 𝑠𝑡. {

𝑔1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑐1
𝑔2(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑐2

𝑔3(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑐3

} 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e.g. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2   𝑠𝑡. 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 30,    2𝑥 − 𝑦 − 3𝑧 = 10     . Find x*, y* and z*. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

More Constraints



<S.O.C for n variables, m constraints case> 

 

 

 

 

 

 

|𝐻̅| = 

 

 

 

 

 

 

 

|𝐻2
̅̅̅̅ | = 

 

 

 

 

 

 

 

|𝐻3̅̅̅̅ | = 

 

 

 

 

 

General Rule 

Maximization  Minimization 

   

 



 

e.g.For the previous question ( 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2   𝑠𝑡. 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 30,    2𝑥 − 𝑦 − 3𝑧 = 10 )  , check S.O.C. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)­ 

 

<Envelope Theorem> 

for constrainted optimization (n=2, m=1 case) 

                                                                max 𝑓(𝑥1,𝑥2)  𝑠𝑡.𝑔(𝑥1, 𝑥2) = 𝑐. 

𝐿 = 𝑓(𝑥1,𝑥2)− 𝜆(𝑔(𝑥1, 𝑥2)− 𝑐) 

 

Question: When c goes up by 1 unit, how much the optimal value of f* changes? 

Answer: Long way => 1. Derive value function, 2. Then find 
𝑑𝑓∗(𝑐)

𝑑𝑐
 

Short way (Envelope Thoerem) => 1. 
𝑑𝐿

𝑑𝑐
|𝑥=𝑥∗(𝑐)  (Take the derivative of L w.r.t. c directly, then 

evaluate at the optimal value of x) 

 

 

 

 

 



 More generally, (n variables, m constraints) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e.g.𝑥 + 4𝑦 + 3𝑧, 𝑠𝑡. 𝑥2 + 2𝑦2 +
1

3
𝑧2 = 𝑐. Find x*, y*, z*. When c goes up by 1 unit, how much f* will 

change? (n=3, m=1 case) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



e.g. max𝑈(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  𝑠𝑡.𝑝1𝑥1 +⋯+ 𝑝𝑛𝑥𝑛 = 𝑚. 

 

 

From Envelope Theorem, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

As income (m) goes up by 1 unit, maximized utility will go up by 

As the price of good 1 (p1) goes up by 1 unit, the maximized utility will go down by



<Optimization Problem with Inequality Constraint> 

 

max𝑓(𝑥,𝑦)    𝑠𝑡.𝑔(𝑥,𝑦) ≤ 𝑐 

 

 

Kuhn­Tucker Necessary Conditions 

 

 

 

 

 

Case 1     𝜆 > 0 𝑖𝑓 𝑔(𝑥,𝑦) = 𝑐.   (𝑆𝑎𝑚𝑒 𝑎𝑠 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑡) 

 

 

Case 2 (NEW!)            𝜆 = 0 𝑖𝑓 𝑔(𝑥,𝑦) < 𝑐 (<= No all resources are used). 𝜆 ∶ 𝑖𝑛𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑠𝑙𝑎𝑐𝑘 

 

e.g. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦 + 1,   𝑠𝑡. 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 

 

 

 


